Дифференциальные игры с ограниченными ресурсами воздействия и функционалом от фазовых координат by Локшин, М. Д.
УДК 517.977
М . Д . Л окш ин
Д И Ф Ф Е РЕ Н Ц И А Л Ь Н Ы Е  И ГРЫ  
С О ГРА Н И Ч ЕН Н Ы М И  Р Е С У Р С А М И  В О ЗД Е Й С Т В И Я  
И Ф У Н К Ц И О Н А Л О М  ОТ Ф А ЗО В Ы Х  КО О РД И Н А Т
1. В ведение и постановка задачи
Рассматривается задача конфликтного управления линейной системой 
при ограниченных ресурсах воздействия. Исследуемая задача относится к 
теории антагонистических позиционных дифференциальных игр. Исследова­
ния, проводимые в данной работе, осуществляются в рамках концепции задач 
игрового управления, развиваемой в последние годы в Екатеринбурге. Осно­
вы этой концепции изложены в монографиях [1-3]. В них были рассмотрены 
задачи с геометрическими ограничениями на управляющие воздействия. За­
тем в работах [4, 5] были продолжены исследования игровых задач в рамках 
указанной концепции для критериев качества более сложной структуры. В 
статьях [6, 7] были разработаны конструктивные методы построения опти­
мальных стратегий и вычисления цены игры для ряда задач конфликтного 
управления с ограниченными ресурсами воздействия. Специфика данной ра­
боты состоит в том, что рассматривается новый класс дифференциальных 
игр с интегральными ограничениями на управляющие воздействия игроков: 
показатель качества представляет собой максимум из полунорм фазовых 
состояний системы в заданные моменты времени.
Пусть динамика объекта описывается уравнением
с1х/(Н =  А(£)ж +  В ^ ) и  +  С(£)г;, ^ Е 1 Г, ^ ^ х  Е К.п , £о <  ^ < ф  (1-1)
где х  -  фазовый вектор; и -  вектор управляющего воздействия, V -  век­
тор помехи. Предполагается, что матрицы-функции А(£), 7?(£), С{Ь) являю т­
ся кусочно-непрерывными при £о < £ < ' # , а £ о и $  -  фиксированные мо­
менты времени. Любые возможные реализации управляющего воздействия 
гл[£о[-]$) =  < t < $}  и помехи гфо[-]$) суть измеримые по Борелю
функции, удовлетворяющие ограничениям
(и[{\,Ф(г)и[{\)<а < /До], (Д],Ф(г)гД])бЙ < Д о ],
©  М. Д. Локшин, 2003
108
М. Д. Локшин. Дифференциальные игры с ограниченными ресурсами воздействия
где /4 *о] > 0, ф о \  > 0 -  заданные величины, которые определяют ресур­
сы управляющего воздействия и помехи в момент £о- Здесь символом (•,•) 
обозначено скалярное произведение; Ф(£), Ф(£) -  определенно-положительные 
матрицы-функции. В данной работе в соответствии с упомянутой ранее кон­
цепцией управляющее воздействие отождествляется с управлением первого 
игрока, а воздействие помехи -  с управлением второго игрока. Под стратеги­
ями первого и второго игроков будем понимать функции
?/(£,ж,ц,г/,б),  ж(£,ж,ц,г/,б), £о <  ^ < Ф ж Е К.п ,
О < Ц < ц[£(ф 0 < Г] < ф 0\, £ > 0.
Пусть выбрана стратегия гф ), реализовалась позиция {£*, ж*, ц[£*], т/[£*]}, где 
Е [*о?$); 0 < /4^*] < /х[^о]; 0 < 71%\ < ф 0\, и пусть выбраны значение £ > 0 
и разбиение А {^}, г =  1, . . . ,  к +  1, отрезка [£*,$], где Н 
Пусть реализовалось управление второго игрока
/»#
г’[^*[']^) =   ^ У < ??[<*]}• (1-2)
Тогда движение объекта
ь[и[-Щ = Ы М ']$ ]> /4 М ']$ ]М М Ц ]}  =  Щ Л м И М Л Ж  <  ^ < Л
при < t < $ определяется как решение дифференциальных уравнений 
^  +  Д Щ  +  СД)гф], «  =  -(« г , Ф ^ К ) ,
■и* =  ■и(^,ж[*ф//[^],?7[^],е), =  - ( « И ,  Ф(г)гф]), и  < * < ^ + ь
если ц[£] > 0, и
^  =  А(*)ЖИ +  С(*)«[*], М  =  -<«И,Ф(*)„[*]>, * * < * < ! ? ,
если существует момент £* < #, в который будет верно равенство ц[£*] =  0, 
т. е. ресурс первого игрока истрачивается полностью и в дальнейшем этот 
игрок уже не будет оказывать управляющее воздействие на объект.
Если выбрана стратегия второго игрока у(-) и реализовалось управление
=  {иЩ ,и  (иЩ,Ф^)иЩ)(И < 1л[и]}, (1.3)
первого игрока, то движение /&[£*[•]#] определяется при £ * < £ < $  аналогич­
но. Значения ц[£],т/[£] определяются в ходе управления из анализа движения.
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При этом предполагаем, что допустимы сколь угодно большие мгновенные 
значения управляющих воздействий u[t\ и v[t\.
Пусть на отрезке [to, й] даны моменты времени t^  (i =  1 , . . . ,  TV; t ^  =  #), 
а также определены множество натуральных чисел =  q[t^\ Е { 1 , . . . , п} и 
постоянные матрицы Z?W размерности gW х п. Далее, пусть заданы некото­
рые нормы /i^ (y ) для gW-мерных векторов у. Критерий качества управления 
выбираем в виде функционала
7 ( ж [ * ,М  = т а х { ^ Й Д [Л [^й])} , г € , iV}, (1.4)
г
где g  =  m i n {  г : t ^  >  t * } ; t *  -  момент времени, начиная с которого рассмат­
ривается процесс управления.
Пусть символ Д ( Ц  где 5 > 0, обозначает разбиение Д { т Д  отрезка [t*,$], 
удовлетворяющее условию тах Д ту щ  — тД < 5. Д ля стратегий гф),ж(-) и на­
чальной позиции {t*, ж*,/i[t*], 7/[t*]} назовем гарантированными результатами 
величины
с (Д ф  t * , x * , / i [ t * ] , r / [ t * ] )  =  l i m  l i m  sup sup 7 (ж[£*[-]$]) , 
с ( Д ф  t * , x * , / i [ t * ] , r / [ t * ] )  =  I n n  l i m  i n f  i n f  7 (ж[£*[-]#]) ,
где реализации гф* [•]#),u[t*[']d) удовлетворяют условиям (1.2) и (1.3). Стра­
тегии u°(-),v°(-) назовем оптимальными универсальными стратегиями, если 
выполнены условия
c ( i / ° ( - ) , t * , a ;* , / i [ t * ] ,7 / [ t * ] )  =  m i n  с (гД -) ,  t* ,  ж * , /i [ t* ] ,  7/[t*]),
и(-)
с(г>°(-), t* ,  ж*, / i [ t* ] ,  r/[t*]) =  m a x  с(Д-), t* ,  ж*,/ i [ t* ] ,  r/[t*])
v(-)
для всякой допустимой начальной позиции { t* ,  ж*,/ i [ t* ] ,  7/[t*]}.
Т е о р е м а  1 .1 . Дифференциальная игра для объекта (1.1) с показателем ка­
чества (1.4) имеет цену c°(t, ж, ц, г/) и седловую точку  (*),ж°(-)}; образу­
емую парой оптимальных универсальных стратегий и°(-) =  u°(t, ж, ц, г/, б) 
г;°(.) =  v ° ( t , x , f j , , r ) , e ) .
Доказательство теоремы 1.1 осуществляется по схеме из работ [2, 3, 6]. Оп­
тимальные стратегии и°(-) и v°(-) обоих игроков строятся конструктивно в со­
ответствии с методом экстремального сдвига на сопутствующие точки в слу­
чае, когда известна функция цены игры c ° ( t ,  ж, ц ,  у). Заметим, что в конструк­
ции экстремального сдвига положительный параметр е играет существенную
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роль (детальное описание этого обстоятельства см. в [2,3]). Основной резуль­
тат данной работы -  эфф ективная процедура для вычисления функции цены 
игры с°(£, ж, ц, г/) для рассматриваемого класса игровых задач управления с 
показателем качества (1.4).
2 . Вы числение функции цены игры
Процедура вычисления цены игры с°(£, ж, ц, г/) состоит в следующем. 
Пусть реализовалась позиция {£*,ж*,ц*,?7*} и выбрано разбиение А {тД , 
j  =  1, . . . ,  к +  1, т\ =  £*, 7д +1 =  $, отрезка [£*,$], а также пусть все моменты 
tW входят в число точек разбиения, т. е. выполнено условие Е Д {тД , г Е 
Е {д , . . .  , ЛД. Введем множества
G W  = {m  = D ^ Tl, ц ^ * ( / )  < 1, I Е K.n }
и функции
A ^ ( m , / i , r / ) = / ( T fc, r w , m , / i , ? ] ) =  min /  (га, Х (ф  r )B (r ) u ( r ) )d r  +
О
гЧс+i
+  m a x  /  (m ,X (i? ,r )C (r)v ( r) )d r , фк (т, (j,,rj) = А ф к ( т , /j,,ri),
«(•)
где функции '»,(•) и /;(•) удовлетворяют условиям
Гт/е + 1 Гт/е + 1
/  («(г),Ф (г)и(т)))сгт<д, / (и(т),Ф(т)г;(т)))сгт < ??,
О < ц < /i*, 0 < г] < г/*, га Е G ^ ,
a Х(£, т) -  фундаментальная матрица для уравнения =  д4(£)ж[£]. Здесь 
символ ц ^ * ( / )  означает норму, сопряженную с нормой /i^ (Z ). Далее вводим 
функции
=  0, <рк (т,ц,г)) =  ??)}*, m  G G [JV],
где символом {VK’)}* обозначена минимальная выпуклая вверх оболочка 
функции ф(т). Здесь и далее указанные выпуклые оболочки берутся только 
для га в соответствующих областях при фиксированных значениях других 
переменных.
Пусть область G j+i и функция <£>j+ i(ra , ц, г/) уже построены. Здесь t j+ i < 
< и г +  1 > д. Если Tj+ i > t l^\  то Gj =  G j+1 =  G^+1] и
A ДДгщщт/) =  / ф , т ]+ 1, ш , / 1,г/), ^ j i j n . ^ r i )  =  A ДДгщщт/) +  <pj+i(ra,/i,7/), 
y ? j(m ,/i,7 /)  =  0 <  /i <  /i* , 0 <  rj <  г/*, m  E G j.
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При этом нетрудно видеть, что
I (TjXj+i,rn,iJ,,rj)= -  (м [  (т,Х(-&,т)В(т)ф-1(т)Вт(т)Хт($,т)т)с1т)1/2+
Jt3
Если Tj+i =  то область Gj =  G ^  состоит из векторов 
m  =  (1 — a )m i  +  a  m 2, 0 < а  < 1,
m 2 G GJ+b m i =  Х Т (*М,0)ДМТ/, ^Н*(/) < i ? (2.1)
^ ( m , / i , r / )  = m a x  max min [ Д ^ Д т , / / , 7/ )  +  
m2,a 0<r)'<r) 0</x'</x
y?j(m,/i,7/) =  ??)}*, 0 < /i < /i*, 0 < 7] < 7/*, m  e Gj
при условии (2.1) на т ,Ш 2,а .
Индукция по j  продолжается вплоть до j  =  1, т. е. когда выполнится 
равенство тх =  £*. Далее возможны следующие случаи: 1) £* < t^9\  2)£* =
В случае 1 получаем функцию </?i(m,/цг/), m  Е Gi =  G ^ . В случае 2 имеем 
(/9х(ш,/цг/), m  Е Gi =  G ^ +1l. Определим величину е равенством
Д {тД ) =  тах[(га ,Х (ф £*)ж *) +  y?i(m, ц*, 7/*)], m  е  G ^ ,т
если и
е(£*,ж*,//*,?7*, A {tj} ) =
=  max [((1 — « )m i +  a  m 2, Х(гМ*)ж*} +  a  (pi(m,2 , M*,??*)],
mp, ТП‘2 , a
О < a  < 1, m 2 € G'[9+1], m i =  / ^ ]*(0 < 1,
если При этом полагаем по определению, что
е ( 1? , ж * , / л * , т 7* ,  A { t j } )  = / ^ ^ ( . О ^ ж * )  =  т а х { ( / ,  £ > ^ ж * ) } ,
при Щ Д / )  < 1, J € Еп .
Проведя рассуждения по схеме из работ [2, 3], можно установить справед­
ливость следующих утверждений.
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Т е о р е м а  2 .1 . Пусть заданы позиция  {т*,ж[т*],/4т*],ц[т*]}, разбиение А{т^} 
отрезка число £ > О, а также какая-либо реализация
v[n[■]т*) = {у[т \, [  (и[т],Ф(т)и[т])йт < ??[т*]}, (2.2)
•/ Т*
где т* =  72 -  вторая точка разбиения А{т^}. Тогда найдется реализация
и[т*[']г*) =  {г/[т], [  (и[т],ф(т)и[т])(1т < ц[п]}, (2.3)
•/ Т*
такая, 'что длл соответствующего движения  /г[т*[-]т*]; порожденного из 
позиции  {т*, ж[т*], ^[т*]} эт ими управлениями, будут выполнены соот­
ношения
е(т*,ж[т*]^[т*],г/[т*], А *{т*}) -  е(т*, ж[т*], ц[т*], т/[т*], А { т 7-}) < е, 
есуш т* =  Т1 ^ №;
т а х  { ц ^ ( В ^ х [ № ] ) ,  е(т*, ж[т*], ц[т*], т/[т*], А*{т*}) } —
-  е(т*,ж[т*],ц[т*],т/[т*], А{т-^}) < е,
есуш т* =  № .
Т е о р е м а  2 .2 . Пусть заданы позиция  {т*, ж[т*], ц[т*], г/[т*]}; разбиение А{т^} 
отрезка [т*,д]; а также какая-либо реализация и[т*[-]т*) пРи условии (2.3). 
Тогда найдется такая реализация  г>[т*[-]т*); удовлетворяющая  (2.2); 'что длл 
движения, порожденного из позиции  {т*, ж[т*], ц[т*]} эт ими управлени­
ями, будут выполнены соотношения
е(т*, х[т*], ц[т*], ц[т*], Д*{т*}) -  е(т*, ж[т*], ц[т*], т/[т*], А {т7-}) > О, 
есуш т* =  Т1 ^  № ;
т а х  { ц^9\ В ^ х [ № ] ) ,  е(т*, ж[т*], ц[т*], г/[т*], Д*{т*}) } —
-  е(т*,ж[т*],ц[т*],т/[т*], А{т^}) > О,
если т* =  .
Теоремы 2.1 и 2.2 означают, что для величины е(£*, ж[£*], ц[£*], ?7[£*], А{т^-}) 
справедливы соответственно свойства I/- и ^-стабильности, которые были 
сформулированы в работах [2-7] для других классов дифференциальных игр. 
Эти свойства позволяют получить следующий результат.
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Т е о р е м а  2.3. Д л я  произвольных начальной позиции  {£*,ж*,ц*,г/*} гд после­
довательности разбиений А & (fc =  1, 2, . . . )  отрезка [£*,$] с максимальным  
шагом ôk =  m ax j(rj+ i — t j ) ,  удовлетворяющим условию  lim 8^ =  0, выпол-
/с—)►+оо
няется равенство
lim e(U ,x* ,n* ,rj* ,Ak) = c°(U, ж*, //*, 77*).
/с—Щоо
Теорема 2.3 означает, что величина е(£*, ж*, /i*, г/*, Д{т^}) при доста­
точно мелких разбиениях А { г Д )  отрезка [£*,$] аппроксимирует цену игры 
с°(£*, ж*, ц*, ?7*)- Заметим, что описанный метод вычисления функции цены 
игры может применяться также для ряда дифференциальных игр с инте­
гральными ограничениями на одного из игроков.
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